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Musterlösung der Blatt 12 zur Vorlesung
”
Einführung in die mathematische

Behandlung der Naturwissenschaften I“

1. Bestimmen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen, indem Sie den Differenzenquotienten
berechnen und den Grenzwert bilden:

a) f(x) =
√
x

b) f(x) = sin2 (2x)

Lösung

a)

f ′(x) = lim
∆x→0

f(x + ∆x)− f(x)

∆x
= lim

∆x→0

√
x + ∆x−

√
x

∆x
= lim

∆x→0

(
√
x + ∆x−

√
x)(
√
x + ∆x +

√
x)

∆x(
√
x + ∆x +

√
x)

= lim
∆x→0

x + ∆x− x

∆x(
√
x + ∆x +

√
x)

= lim
∆x→0

∆x

∆x(
√
x + ∆x +

√
x)

=
1

2
√
x

b)

NR.
cos(2x) = cos2 x− sin2 x = 1− sin2 x− sin2 x = 1− 2 sin2 x

⇒ 2 sin2 x = 1− cos(2x) ⇒ sin2 x =
1

2
(1− cos(2x))

f(x) = sin2(2x) =
1

2
(1− cos(4x))

f ′(x) = lim
∆x→0

1

2
[1− cos(4((x + ∆x))]− 1

2
[1− cos(4x)]

∆x

= lim
∆x→0

1

2
− 1

2
cos(4((x + ∆x))− 1

2
+

1

2
cos(4x)

∆x

=
1

2
lim

∆x→0

cos(4x)− cos(4(x + ∆x))

∆x
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Weiter benutzen die Formel:

cos x− cos y = −2 sin
x + y

2
sin

x− y

2

=
1

2
lim

∆x→0

−2 sin
4x + 4(x + ∆x)

2
sin

4x− 4(x + ∆x)

2
∆x

= − lim
∆x→0

sin
8x + 4∆x)

2
sin

4x− 4x−∆x)

2
∆x

= − lim
∆x→0

sin(4x + 2∆x) sin(−2∆x)

∆x

= lim
∆x→0

2 sin(4x + 2∆x) sin(2∆x)

2 ∆x
= lim

∆x→0
2 sin(4x + 2∆x)

sin(2∆x)

(2 ∆x)
= 2 sin(4x)
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b) II

f ′(x) = lim
∆x→0

sin2 2(x + ∆x)− sin2(2x)

∆x

= lim
∆x→0

(
sin(2(x + ∆x))− sin(2x)

)(
sin(2(x + ∆x)) + sin(2x)

)
∆x

Weiter die folgende Formeln benutzen werden:

sin x + sin y = 2 sin
x + y

2
cos

x− y

2
;

sin x− sin y = 2 cos
x + y

2
sin

x− y

2
)

= lim
∆x→0

2 cos
2(x + ∆x) + 2x

2
sin

2(x + ∆x)− 2x

2
2 sin

2(x + ∆x) + 2x

2
cos

2(x + ∆x)− 2x

2
∆x

= lim
∆x→0

sin(2x + 2∆x + 2x) sin(2x + 2∆x− 2x)

∆x
= lim

∆x→0

sin(4x + 2∆x) sin(2∆x)

∆x

= lim
∆x→0

2 · sin(4x + 2∆x) sin(2∆x)

2∆x
= 2 sin(4x)

— 3 / 7 —



2. Benutzen Sie Summen-, Produkt-, und Quotientenregeln um ausgehend von d
dx
xa = axa−1,

d
dx
ex = ex und d

dx
sinx = cosx die Ableitungen folgender Funktionen zu bestimmen:

a) f(x) = (
√
a−
√
x)2 b) f(x) =

8
4
√
x
− 6

3
√
x

c) f(x) = 0.8 4
√
x− x3

0.3
+

1

5x2
d) f(x) =

cos2 x

1− sin x

e) f(x) = x3 ex sin x

Lösung

a) f(x) = (
√
a− x1/2)(

√
a− x1/2) (Produktregel)

f ′(x) = (
√
a− x1/2)′(

√
a− x1/2) + (

√
a− x1/2)(

√
a− x1/2)′ =

=
(
− 1

2
x−1/2

)
(
√
a− x1/2) + (

√
a− x1/2)

(
− 1

2
x−1/2

)
= −(

√
a−
√
x)√

x
;

b) f(x) = 8 x−1/4 − 6x−1/3

f ′(x) =
(
8x−1/4

)′
−
(
6x−1/3

)′
= 8 ·

(
−1

4

)
x−

1
4
−1 − 6 ·

(
−1

3

)
x−

1
3
−1 = −2x−

5
4 + 2x−

4
3 =

− 2
4
√
x5

+
2

3
√
x4

c) f(x) = 0.8x
1
4 − 1

0.3
x3 +

1

5
x−2

f ′(x) =
(
0.8x

1
4

)′
−
(

1

0.3
x3
)′

+
(

1

5
x−2

)′
= 0.8·1

4
x−

3
4− 1

0.3
·3·x2+

1

5
·(−2)·x−3 =

0.2
4
√
x3
− x2

0.1
− 2

5x3
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d) f(x) =
cos2 x

1− sin x
=

(1− sin2 x)

1− sin x
=

(1− sin x)(1 + sin x)

1− sin x
= 1 + sin x

f ′(x) = (1 + sin x)′ = cos x

Die Quotientenregel

f ′(x) =
(

1− sin2 x

1− sin x

)′
=

(1− sin x sin x)′(1− sin x)− (1− sin2 x)(1− sin x)′

(1− sin x)2

=
−(cos x sin x + sin x cos x)− (1 + sin x)(− cos x)

(1− sin x)
=

cos x(1− sin x)

(1− sin x)
= cos x

e) f ′(x) = (x3)
′
ex sin x + x3

[
(ex)′ sin x + ex(sin x)′

]
= 3x2ex sin x + x3ex sin x + x3ex cos x
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3. Benutzen Sie Summen-, Produkt-, Quotienten- , sowie die Kettenregel um ausgehend von
d

dx
xa = axa−1,

d

dx
ex = ex und

d

dx
sinx = cosx die Ableitungen folgender Funktionen zu be-

stimmen:
√
x√

x + 1
,

(sin x + x)2

ex + 1
,

n∑
i=0

aix
n, sinhx, coshx

Lösung

1. Quotientenregel

f ′(x) =
(1/2)x−1/2(

√
x + 1)−

√
x(1/2)x−1/2

(
√
x + 1)2

=
1

2
√
x(
√
x + 1)2

2. Qoutienten- und Kettenregel

f ′(x) =
[(sin x + x)2]′(ex + 1)− (sin x + x)2(ex + 1)′

(ex + 1)2

=
2(sin x + x)(cos x + 1)(ex + 1)− (sin x + x)2ex

(ex + 1)2

3. (
∑n

i=0 aix
n)′ =

∑n
i=0 ai(x

n)′ =
∑n

i=0 ainx
n−1,

4. (sinh x)′ =
(

1

2
(ex − e−x)

)′
=

1

2
(ex + e−x) = cosh x,

5. (cosh x)′ =
(

1

2
(ex + e−x)

)′
=

1

2
(ex − e−x) = sinh x,
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FAKULTATIVE Aufgabe

F2. Bestimen Sie die Grenzwerte der folgenden Funktionen, falls sie existieren (die Regel von
l’Hospital) :

lim
x→0

3

√
ex · sin x

ln(x + 1)
lim
x→π

2

5 cos x− cos(5x)

5 cot x− cot(5x)
;

Lösung

a) lim
x→0

3

√
ex · sin x

ln(x + 1)
= 3

√
lim
x→0

ex · sin x

ln(x + 1)
= 3

√
lim
x→0

ex · lim
x→0

sin x

ln(x + 1)

3

√
lim
x→0

ex · lim
x→0

(sin x)′

(ln(x + 1))′
= 3

√
lim
x→0

ex · lim
x→0

cos x
1

x+1

= 3

√
lim
x→0

ex · lim
x→0

(cos x) (x + 1) = 1

b) lim
x→π

2

5 cos x− cos(5x)

5 cot x− cot(5x)
= lim

x→π
2

−5 sin x + 5 sin(5x)

−5 1
sin2 x

+ 5
sin2(5x)

= lim
x→π

2

[− sin x + sin(5x)] sin2 x sin2(5x)

(sin2 x− sin2(5x))

= lim
x→π

2

−[sin x− sin(5x)] sin2 x sin2(5x)

(sin x− sin (5x))(sin x + sin (5x))
= lim

x→π
2

− sin2 x sin2(5x)

(sin x + sin (5x)
= −1

2
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