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b
1. Berechnen Sie das Integral / 22 dz indem Sie z? fiir eine Aquidistante Zerlegung durch ei-

0
ne stiickweise konstante Funktion ndhern und den Grenzwert einer immer feineren Zerlegung
betrachten.

Hinweis: Betrachten sie die Untersumme fiir n aquidistante Schritte Az mit Stiitzstellen

x; = i* Ax. Driicken sie Az iiberall durch n aus und betrachten sie den Grenzwert fiir n — oo.
nn+1)(2n+1)

n
Benutzen sie dabei die Summenformel Z k? = . Machen sie sich eine Skizze

k=1 6
dazu.
Losung
b
Ty = 1—
n
n-l oy p b n(n—1)(2n —1)
2 4 _ 2 _ 2
/0 T dx—gf(xi)(xiﬂ xz)—gz ol E; 3 5
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b f(X)=x 2




2. Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale:

2 2 0 2 (z—1)3 2

Xr — —F= Xz € — X T 108y T ax
J(Vi-25) d (e —1)d = Jxlogyad
1 —1 1 1
Losung
1)

9 2 ] 2 2 2
/( x——) dx:/<x—2+—>dx:/xdx—Q/dij/—x

€T x
1 1 1 1 1

2 2 2

2 1
25—2-2+1n2——+2~1—1n1

2

2
= [%—Qx—i-lnx]

1

1 1
=2—4+n2—=-+4+2-0= —=+1n2;
+In 2+ 0 2+n,

2)
0 0 0
/(62””— )dx:/e%dx /dx— x
-1 -1 -1
1, 11, 11
= (- =z:——e?2-1=-=——
("= e = (041 =5 —ze 2 2e2’
3)
2 2 45 B 2
/ /x s* 3 —1 /(m —3x+3—1) dz
T
1 1 1
5 322 > (28 3.9 13 3.12
S A . o - 2-2) - (=- 1-In1l
[3 5 + 3z nx] 1 <3 5 + 3 n ) (3 5 +3 n )
8 1 3 7 3 1449 — 18 5
=2 22—+ L2 3 me =0T o= 2 o,
5 64+6—1In 3+2 3+0 3+2 3—In 5 n 6 n2;
4)

Partielle Integration:

/ z? , , Inz\’ 1 1
F=z, FIE; G=logyz, G'=(logyz) =—=| =—=—

In 2 In 2 x
9 2 2 4 2 2 2
x 1 x 1
Jx logyxdr = longl_l/?medx:?bgTTl_21I12~1/xd$
? oma] - 2 9 togy 2 Liog,1 G S S .
N ngxl 2In2 2| OBt T T oM 22 T2m22 T 2 42
3
~ 4In 2
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3. Berechnen Sie die folgenden Stammfunktionen:

a)/ xe “dx b)/lnxd:c c)/(ln r)? dx

Hinweise: zu b): Schreiben Sie den Integranden als 1 - Inz und verwenden dann die partielle
Integration. Losen Sie c¢) wiederum durch partielle Integration und verwenden Sie dabei das
Ergebnis von b).

Losung
a) partielle Integration

—Qxr 1 —Qx
g=z, ¢=1; f=e ,fzae ; /aﬁhzgf—/dﬂh

Joranmn(C) e (- f)emaen () (3) f -
Jorvaemn(cA) e (A= (£) e (2) e

b) partielle Integration

/lnxdx: /1-1nxda:

1
g=he, ¢=—: f=1 f=u

1
/1-lnatdx:zln:£—/x-—dx:xln:v—/da:::zlnx—z; Flz)=xzlnzx -2+ C;
x

c) partielle Integration

/(lnx)2dx:/1-(lnx)2d:c
1
g=(Inx)?, g’:2lnx;(K6ttem’6gel); ff=1, f=u

/1-(lnx)zd:)s:x(lnx)2—/x-anz-%dmz:ﬂ(lnz)z—2/lnxd:£

=z(lnz)? -2z Iz —2)=z(lnz—-1)*+2+C; F)=z(hr—-1>+z2+C;
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4. Bestimmen Sie Stammfunktionen zu den Funktionen sin? az und cos? ax, indem Sie partielle

Integration und die Identitét sin? z 4 cos? r = 1 anwenden.

Loésung

/ sin® ax dx = / sin ax sin oz dx

g=sin(az), ¢ =acos(azx); f'=sin(az), f=-—
«

. . . cos ax\’
sin ax sin axdxr = [ sin ax | —— | dx
«Q

1 . 2 1 . -2
= ——sin ax cos ax + [ cos” ardr = ——sin ax cos ax + [ (1 — sin” az) dx
o)

(%

1. . 9 ax — sin ax cos ax . 9
= ——sin ax cos ar + [ dxr — [ sin® az)dr = — [ sin” axdx
a a
ax — sin ax cos ax c

) axr —sin ax cos ax
= 2/51n2axdx: = F(z)= 5
a a

/0052 axdr = /cos ax cos axdr

_ sin(ax)

g=cos(ax), ¢ =—asin(az); [ =cos(ax), f[=
a

5 sin ax\’
cos“axdx = | cos ax cos ardx = | cos ax | —— | dx
o

1
/sin2 axrdr = — cos ax sin ax + /(1 — cos® o) d

(67

1
= — cos ax sin ax +

a
ox + sin ax cos ax 9
= — [ cos” ax dx

o)

ax + sin ax cos ax ax + sin ax cos ax
= 2/C08204:Cda}: = F(z) = 5 +C
Qo «
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F1.

FAKULTATIVE Aufgaben

Berechnen Sie zu der Funktion f : [0,1] — [0,1]; 2 — x und der (dquidistanten) Zerlegung
Zy:x; =% (i=0,..,N) N € N die Ober- und Untersumme und die Differenz dieser beiden
Summen. (Falls Sie mit allgemeinem N Schwierigkeiten haben, setzen Sie fiir N zuerst einmal
kleine natiirliche Zahlen ein.)

Stellen Sie die Summen anhand einer Skizze als Flécheninhalte dar.

Berechnen Sie die jeweiligen Grenzwerte fiir N — oo

(5.0 Punkte)

Loésung
N . N 1 X 1 X 1 N(N+1) N+1
O(N) = mazx ,i i — L) = i — = . = —_ —
(N) ;f (2 — 25-1) ;x N ;N N 221 N2 9 IN
NoLo D | 1 = 1 (N-1)N N-1
UN — min,1 i —x;) = p— = _ _:0 - N — =
(N)= 2 [ wn—e) = D weg = 2y = 2 () = 5 = 2N
N+1 N-1

U(N)

Xg X1 Xi  Xit1 XN
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F2. Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale:

cos® z sin(2x) dx

O — 3

3
[ 23 In(2?) dx
1

Losung

1)

3 3
/x3 In(z?) de = 2 /:L’?’ Inx dz
1 1

Partielle Integration:

4 3 3 4
x 1
oL —2/——d
1 1(1:):1 1o
1
4 3 3
1
:% -lnx1—§ /xgdx
1
4 3 4|3
1 81
=L mg -2 =Zm3-10;
1 4], 2
2)
Partielle Integration und sin(2z) = 2sinx cos =
fcos5x sin(2x)dx:2fcos5x sin x cos x dx
0 0
3 s
= 2cos® x(—cos z)| — 2;6COS5 z (—sin z)(—cos z) dx
0 0
= —2cos"z| —6[cos®x sin(2z)dr =
0 0
3 1 L 2
= fcos5xsin(2x)dx:——-2cos7:z: =—=(0-1)==
0 7 0 7 7
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